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Discrete-time models



Static latent variable models

x z θ

p(x, z, θ) = p(x∣z, θ)p(z∣θ)p(θ).



x = (x , … , x )1:T 1 T t = 1, … , T



State-space models

zt

t

x = (x , … , x )1:T 1 T

z = (z , … , z )1:T 1 T



... ...

p(z ∣z ) = p(z ∣z ),t 1:t−1 t t−1

p(z ∣z )t t−1

p(x ∣x , z ) = p(x ∣z ),t 1:t−1 1:t t t

p(x ∣z )t t



Example

• 

• 

• 

• 

μ ∈ R2

Δt



• 

• 

z ∈ Rt
2 t

μ

p(z ∣z ) = N (z ∣z − κ(z − μ)Δt, σ ΔtI),t t−1 t t−1 t−1
2

κ > 0 σ2

x ∈ Rt
2

t

p(x ∣z ) = N (x ∣z , R),t t t t

R



Δt = 0.25



Inference in state-space models

• 

• 

• 

x1:T

p(z ∣x )t+k 1:t k ≥ 1

p(z ∣x )t 1:t

p(z ∣x )t 1:T



Bayes �lter

p(z ∣x )t 1:t

p(z ∣x ) = ,t 1:t
p(x ∣x )t 1:t−1

p(x ∣z ) p(z ∣z )p(z ∣x )dzt t ∫ t t−1 t−1 1:t−1 t−1

t = 1, 2, … , T p(z ∣x ) =1 1 p(x )1

p(x ∣z )p(z )1 1 1



p(z ∣x ) = p(z ∣z )p(z ∣x )dz .t 1:t−1 ∫ t t−1 t−1 1:t−1 t−1

p(z ∣x ) = ,t 1:t
p(x ∣x )t 1:t−1

p(x ∣z )p(z ∣x )t t t 1:t−1

p(x ∣x )t 1:t−1

p(x ∣x ) = p(x ∣z )p(z ∣x )dz .t 1:t−1 ∫ t t t 1:t−1 t



p(z ∣x )t 1:t t = 1, … , T

p(z ∣x )t+k 1:t k ≥ 1

p(z ∣x ) = p(z ∣z )p(z ∣x )dz ,t+k 1:t ∫ t+k t+k−1 t+k−1 1:t t+k−1

k = 1, 2, …



Bayes smoother

p(z ∣x )t 1:T

t = 1, … , T p(z ∣x )t 1:t

p(z ∣z )t t−1

p(z ∣x ) = p(z ∣x ) dz ,t 1:T t 1:t ∫
p(z ∣x )t+1 1:t

p(z ∣z )p(z ∣x )t+1 t t+1 1:T
t+1

t = T − 1, T − 2, … , 1 p(z ∣x ) = p(z ∣x )T 1:T T 1:T



p(z , z ∣x )t t+1 1:T

p(z , z ∣x )t t+1 1:T = p(z ∣z , x )p(z ∣x )t t+1 1:T t+1 1:T

= p(z ∣z , x )p(z ∣x )t t+1 1:t t+1 1:T

= p(z ∣x ),
p(z ∣x )t+1 1:t

p(z ∣z )p(z ∣x )t+1 t t 1:t
t+1 1:T

zt+1

p(z ∣x )t 1:T = p(z , z ∣x )dz∫ t t+1 1:T t+1

= p(z ∣x ) dz .t 1:t ∫
p(z ∣x )t+1 1:t

p(z ∣z )p(z ∣x )t+1 t t+1 1:T
t+1





Linear Gaussian state-space models

p(z ∣z )t t−1

p(x ∣z )t t

= N (z ∣Az , Q),t t−1

= N (x ∣Hz , R),t t

A Q H

R

p(z )1



t p(z ∣x ) = N (z ∣m , P )t 1:t t t t mt

Pt



t − 1
p(z ∣x ) = N (z ∣m , P )t−1 1:t−1 t−1 t−1 t−1

p(z ∣x ) = N (z ∣m , P )1 1 1 1 1

p(z ∣x )t 1:t−1 = p(z ∣x )p(z ∣z )dz∫ t−1 1:t−1 t t−1 t−1

= N (z ∣m , P )N (z ∣Az , Q)dz∫ t−1 t−1 t−1 t t−1 t−1

= N ∣ , dz∫ ((zt−1

zt
) [ mt−1

Amt−1
] [ Pt−1

APt−1

P At−1
T

AP A + Qt−1
T ]) t−1

= N (z ∣m , P ),t t
−

t
−

m = Amt
−

t−1 P = AP A + Qt
−

t−1
T



p ∣x((zt

xt
) 1:t−1) = p(z ∣x )p(x ∣z )t 1:t−1 t t

= N ∣ , .((zt

xt
) [ mt

−

Hmt
−] [ Pt

−

HPt
−

P Ht
− T

HP H + Rt
− T ])

p(z ∣x , x ) = p(z ∣x ) = N (z ∣m , P ),t 1:t−1 t t 1:t t t t

mt

Pt

= m + K (x − Hm ),t
−

t t t
−

= (I − K H)P ,t t
−

K = P H (HP H + R)t t
− T

t
− T −1







p(z ∣x ) = N (z ∣m , P )t 1:T t t
s

t
s

mt
s Pt

s

Ct

mt
s

Pt
s

= P A (P ) ,t
T

t+1
− −1

= m + C (m − m ),t t t+1
s

t+1
−

= P + C (P − P )C ,t t t+1
s

t+1
−

t
T

t = T − 1, T − 2, … , 1 m = mT
s

T P = PT
s

T







Hidden Markov models

p(z = j∣z = i)t t−1

p(x = k∣z = j)t t

= A ,i,j

= B ,j,k

A B

p(z )1



• 

• 

• 

• 

z ∈ 1, ..., Kt t

x ∈ 1, ..., Mt

p(z ∣z )t t−1

p(x ∣z )t t



t p(z ∣x )t 1:t

α (j) = p(z = j∣x )t t 1:t

α ∝ O A α ,t t
T

t−1

t = 1, 2, … , T α ∝ O π1 1 π

p(z )1 Ot B:,xt
xt

B αt



p(z ∣x )t 1:T

γ (j) = p(z = j∣x )t t 1:T

β ∝ AO β ,t t+1 t+1

t = T − 1, T − 2, … , 1 β = 1T 1
βt

γ ∝ α ⊙ βt t t ⊙





Continuous-time models



• 

• 

Δt



From discrete to continuous time

p(z ∣z )t t−1

z = z + f(z )Δt + w ,t t−1 t−1 t

f wt

= f(z ) + ,
Δt

z − zt t−1
t−1 Δt

wt

Δt → 0

= f(z(t)) + ,
dt

dz(t)
dt

dw(t)

z(t) t w(t)



dt

dw(t)

= f(z(t)).
dt

dz(t)

z(0) = z0

z(t) = z + f(z(τ))dτ .0 ∫
0

t



Example: Exponential decay to an equilibrium point

• 

• 

• 

= −κ(z(t) − μ),
dt

dz(t)

κ > 0 μ

z(0) > μ z(t) μ t

z(0) < μ z(t) μ t

z(t) = μ + (z(0) − μ)e .−κt

z(0) z(t) t ≥ 0



Brownian motion

• 

• 

• 

w(t)
B(t)

B(0) = 0

B(t) 0 ≤ s < t

B(t) − B(s) ∼ N (0, t − s)

B(t) t



= f(z(t)) + ,
dt

dz(t)
dt

dB(t)

dt

dB(t)

dt

dB(t)

dz(t) = f(z(t))dt + dB(t).



• 

• 

f(z(t)) t

dz(t) = f(z(t), t)dt + dB(t).

g(z(t), t)

dz(t) = f(z(t), t)dt + g(z(t), t)dB(t).

z(t)
dt

f(z(t), t)dt

g(z(t), t)dB(t)



Example: Ornstein-Uhlenbeck process

z = z − κ(z − μ)Δt + w ,t t−1 t−1 t

w ∼ N (0, σ ΔtI)t
2

dz(t) = −κ(z(t) − μ)dt + σdB(t),

κ > 0 μ σ

Δt





Observations in continuous time

p(x(t )∣z(t ))i i ti

t < t < … < t1 2 N



Linear Gaussian continuous-time state-space models

dz(t)

x(t )i

= Az(t)dt + Q dB(t),1/2

∼ N (x(t )∣Hz(t ), R),i i

A Q H

R



p(z(t )∣x(t ))i 1:i p(z(t)∣x(t ))1:N



When to use continuous vs discrete time?

• 

• 

• 

• 

• 

• 




